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1. Hinfithrung

Harmonische Schwingungen begleiten uns im Alltag in vielféltiger Form — man denke
nur an die Bewegung eines Uhrpendels oder eine in Schwingung versetzte Stimmgabel.
Stellt man sich die Uberlagerung zweier harmonischer Schwingungen vor, so denkt man
zunidchst an Schwingungen mit paralleler Schwingrichtung, die konstruktiv oder
destruktiv interferieren. Was jedoch geschieht bei der Uberlagerung von senkrecht
zueinanderstehenden harmonischen Schwingungen? Dies zu erforschen, war eine der
Leistungen des bekannten franzosischen Physikers Jules Antoine Lissajous (1822-1880),
der den Einfall hatte, mittels Stimmgabeln die Uberlagerung orthogonaler harmonischer
Schwingungen zu visualisieren. Fiir seine Untersuchungen erdachte sich Lissajous
folgenden Versuch! (vgl. Abb. 1):

Ein Lichtstrahl wird auf einen Spiegel ausgerichtet, der an einer Stimmgabel in
senkrechter Ebene befestigt ist. Von dort wird der Lichtstrahl auf einen weiteren Spiegel
reflektiert, der auf einer horizontal befestigten Stimmgabel montiert ist. Von hier wird
der Lichtstrahl wiederum reflektiert und durch ein Fernrohr beobachtet. Beim Schwingen
einer der Stimmgabeln bildete sich eine vertikale bzw. horizontale Linie. Als Lissajous
beide Stimmgabeln in Schwingung versetzte, bildeten sich Ellipsen, Kreise und

kompliziertere Uberlagerungskurven, die sog. Lissajous-Figuren.

-

Abbildung 1: Historischer Versuch von Jules Antoine Lissajous.

! Hierzu: Greenslade T., Adventures with Lissajous Figures, (Kapitel: Jules Lissajous

and his tuning forks, Kindl-Edition ohne Seitenangabe)



-3-
2. Theoretischer Hintergrund

2.1 Grundlagen der Lissajous-Figuren

Eine harmonische Schwingung beschreibt eine sich zeitlich periodisch wiederholende
Bewegung. Nach der Zeit-Orts-Funktion wird daher der zeitliche Verlauf einer

harmonischen Schwingung durch die Sinuskurve
s(t)=A Xsin(wt+ @) (1)

beschrieben. Dabei ist A Amplitude, w die Kreisfrequenz/Winkelfrequenz in i und ¢ die

Phase in Grad oder RAD.
Nach dem Superpositionsprinzip bzw. Uberlagerungsprinzip kann ein Massepunkt jedoch
mehrere Schwingungen zugleich ausfiihren. Bei Kohdrenz kommt es zur destruktiven
oder konstruktiven Interferenz, demnach heben sich die Schwingungen auf oder
verstdrken sich.
Uberlagert man dagegen zwei harmonische Schwingungen verschiedener Frequenzen,
bei denen die Schwingungsrichtungen aufeinander senkrecht stehen, erhdlt man
Lissajous-Figuren. Da die Kurve die Schwingungsebenen in x- und y-Richtung
beschreibt, 1dsst sie sich durch die Parametergleichung

x =A; Xsin(w,t)

_ (2)
y =4, Xsin(w, t+ @, )

ausdriicken. Das Erscheinungsbild wird durch das Winkelfrequenzverhéltnis %, die
2

Phasenverschiebung ¢,und die Amplituden A; und A, der harmonischen Schwingungen

beeinflusst.

Winkelfrequenz/Kreisfrequenz

Der entscheidende Faktor fiir das Erscheinungsbild der Lissajous-Figur ist das
Frequenzverhiltnis der liberlagerten Schwingungen. Bei einem rationalen Verhéltnis der
Frequenzen sind die Lissajous-Figuren geschlossene Kurven. Uberlagerungskurven mit
einem irrationalen Frequenzverhdltnis bilden nicht geschlossene Kurven und

iiberstreichen daher nach einer bestimmten Zeit die gesamte Flache eines Rechtecks.



Phasenverschiebung
Die beiden Sinusschwingungen sind gegeneinander phasenverschoben, wenn deren

Periodendauern zwar tibereinstimmen, die Zeitpunkte ihrer Nulldurchgénge aber nicht.

bzw. dreht

Erscheinungsbild der Lissajous-Figuren. Dies l4sst sich anhand der Uberlagerungskurve

Durch Verindern der Phasenverschiebung verschiebt sich das

des Frequenzverhéltnisses 1 (vgl. Abb. 2-6) besonders gut ablesen.
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Durch Verdndern der Amplituden 4, und A, wird die Lissajous-Figur entsprechend in y-

bzw. x-Richtung gedehnt.

Abbildung 7 (selbsterstellt):
Uberlagerungskurve bei der

gilt A; = A,

N

Abbildung 8 (selbsterstellt):
Uberlagerungskurve bei der
giltA; > A,

Abbildung 9 (selbsterstellt):
Uberlagerungskurve bei der
giltA; <A,

2.2 Darstellung von Lissajous-Figuren durch

GeoGebra-Simulationen

Durch die GeoGebra Classic 6 Applikation lassen sich die Uberlagerungskurven ideal
darstellen (als Datei geogebra-lissajous_figuren.ggb auf dem beigefiigten Stick).
Im Folgenden werden Lissajous-Figuren verschiedener Frequenzverhiltnisse,

Phasendifferenz und Amplituden visualisiert und erklart.



Figur 1:
Die Figur 1 (vgl. Abb. 10) hat das Frequenzverhéltnis % Y

Dieses ldsst sich durch folgendes Verfahren ermitteln: :

Zunichst wird die Figur in x- und y-Richtung so

verschoben, dass die Koordinatenachsen die Figuranden - i N 7

kleinsten x-Werten bzw. Tiefpunkten beriihren. Wahrend

-1

des Durchlaufens der Uberlagerungskurve wird genau

eine Schwingung in x-Richtung vollzogen, bis man an I8
den Ausgangspunkt x = 0 gelangt (vgl. Abb. 11), Abbildung 10 (selbsterstellt): Figur 1
wiahrend in y-Richtung zwei Schwingungen vollendet

werden, indem man y = 0 zweimal beriihrt (vgl. Abb. 12). Die Amplituden betragen in x-

Richtung und y-Richtung den Wert 1 und die Phasenverschiebung betrdgt g Die

Parametergleichung lautet somit:

x =sin(1t)
) s
y =sm(2t+—)
2
H “/‘\j
£ 2
1 1 4
4 1 %
> \
! P ! £ X' 1 0 1 2 x’:

Abbildung 11 (selbsterstellt): Figur 1 Abbildun:g 12 (selbsterstellt): Figur | mit

mit Verschiebung und Einzeichnung Verschiebung und Einzeichnung der zwei
der Schwingung in x-Richtung Schwingungen in y-Richtung
Figur 2: P y
Das Erscheinungsbild der Figur 2 (vgl. Abb. 13) ist
. . V3
durch die Phasendifferenz - gedreht. 1
a
Das Frequenzverhéltnis und die Amplitude in x- bzw. /7 <\

N
y-Richtung weichen nicht von ,Figur 1“ ab. Die -2 0 \ ?
Parametergleichung lautet somit:

-1
x =sin(1t)

T -2
y =sin (2 t+ g ) Abbildung 13 (selbsterstellt): Figur 2



Figur 3: ~
Nach dem bei ,,Figur 1* beschriebenen Verfahren erhilt 2|9
man eine  Figur (vgl. Abb. 14) des Sa
1
Frequenzverhéltnisses § Die Uberlagerungskurve ist
X
um den Faktor 1,5 in y-Richtung gedehnt. Die T B ] P
Parametergleichung lautet somit:
x =sin(2t) 7
) s
y=1.5><sm(3t+5) 2

Abbildung 14 (selbsterstellt): Figur 3

2.3 Das Oszilloskop

2.3.1 Funktionsweise des Oszilloskops

Das Messsystem des Elektronenstrahloszilloskops ist die Braun‘sche Rohre. Zunéchst
werden Elektronen durch eine Beschleunigungsspannung von der geheizten Kathode zur
Anode beschleunigt. Der Wehnelt-Zylinder dient der Fokussierung, sodass alle
Elektronen die Anode durch das Loch passieren. Nach dem Durchlaufen der Anode
werden die Elektronen von den Elektronenlinsen zu einem Strahl gebiindelt und durch
die elektrischen Felder zweier zueinander senkrechten Plattenpaare in x- und y- Richtung
abgelenkt. SchlieBlich trifft der Strahl auf den Leuchtschirm, der die kinetische Energie

der Elektronen in Lichtenergie umwandelt.

Kathode

Anode

Elektronen-

linsen

Y-Ablenkplatten
X-Ablenkplatten

Elektronenstrahl

Wehnelt-
Zylinder

Abbildung 15: Bildréhre eines Elektronenstrahloszilloskops

2.3.2 Herstellung von Lissajous-Figuren auf dem Oszilloskop

Auf dem Oszilloskop lassen sich elektromagnetische Schwingungen senkrecht
iiberlagern, indem die beiden Schwingungen durch den x-y-Modus jeweils an die y- bzw.

x-Ablenkplatte anlegt werden. Um verschiedene Frequenzen der Schwingungen
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herzustellen, werden die Frequenzen der harmonischen Schwingungen durch zwei
Frequenzgeneratoren erzeugt. Auf den Frequenzgeneratoren lassen sich zudem die
Amplituden der Figur einrichten. Auf dem Oszilloskop lassen sich die Figuren entlang
der Ursprungsgeraden des Koordinatensystems durch die Drehkndpfe x-Pos. und y-Pos.
verschieben. Die Phasendifferenz der Figur dndert sich scheinbar konstant ohne Spriinge,
was daran zu erkennen ist, dass sich die Lissajous-Figur stdndig dreht. In dem
Versuchsaufbau (vgl. Abb. 16) ist der linke Frequenzgenerator durch das blaue Kabelpaar

an der x-Ablenkplatte und der rechte Frequenzgenerator durch das rote Kabelpaar an die

y- Ablenkplatte angelegt.

Abbildung 16: Versuchsaufbau mit dem Oszilloskop (eigene Aufnahme)

Durch Anlegen einer Frequenz von 350 Hz in x-Richtung und 697 Hz in y-Richtung liel3
sich die Figur des Frequenzverhéltnisses von ca. % (vgl. Abb. 17) darstellen. Durch eine
Frequenz von 950 Hz in x-Richtung und 1263 Hz in y-Richtung wurde eine Lissajous-

Figur des Frequenzverhéltnisses von ca. % (vgl. Abb. 18) erzeugt.

Abbildung 17: Lissajous-Figur des Abbildung 18: Lissajous-Figur des

Frequenzverhdltnisses % am Frequenzverhdltnisses S am
Oszilloskop (eigene Aufnahme) Oszilloskop (eigene Aufnahme)
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2.4 Das zweifach aufgehangte Pendel

2.4.1 Funktionsweise des zweifach aufgehiangten Pendels

(1) 2 3)

Abbildung 19 (selbsterstellt): selbstindig erstellte Skizzen des zweifach aufgehdngten Pendels
In der Praxis lassen sich Lissajous-Figuren durch Harmonographen erstellen. Durch diese
lassen sich zwei orthogonale harmonische Schwingungen zu Kurvengraphen iiberlagern.
Hierzu wird meist das zweifach aufgehingte Fadenpendel verwendet.> Im Vergleich zum
mathematischen Pendel, das eine Schwingung nur auf derselben, vertikalen Ebene
ausfiihren kann, schwingt das zweifach aufgehéngte Pendel gleichzeitig in zwei senkrecht
zueinanderstehenden Ebenen.

Wie der Name verrit, wird bei der Konstruktion des zweifach aufgehéngten Fadenpendels
eine Schnur an beiden Enden an zwei Authingepunkten aufgehédngt. In der Mitte dieses
Authingefadens wird ein zweiter Faden geknotet, an dem der Pendelkdrper befestigt ist.
Folglich unterscheiden sich die Fadenldngen in x- Richtung und y-Richtung (1). Dies
beeinflusst, wie sogleich im FEinzelnen gezeigt wird, das Frequenzverhéltnis der
iiberlagerten Schwingungen.

Ausnahmen liegen vor, wenn entweder das Pendel der Gesamtlinge [; genau senkrecht
zur Aufhéngeebene ausgelenkt wird (2), oder wenn der Authéngefaden fixiert wird und
nur der untere Faden der Lénge [, eine Schwingung ausfiihrt (3). In diesen beiden Féllen
schwingt das Pendel auf nur einer Schwingungsebene. Nach diesen Verfahren lassen sich
die Schwingungsdauern der beiden iiberlagerten Schwingungen in x- und y-Richtung

isoliert messen. Aus den Schwingungsdauern T; und T, ldsst sich das Frequenzverhéltnis

]]:—1 der iiberlagerten Schwingungen iiberpriifen.
2

2 Hierzu und zum Folgenden: Minz N., Seltsame Pendel, in: Kikoin I. K., Physik:

Experimentieren als Spielerei, S. 73 ff.
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2.4.2 Herleitung wichtiger Formeln

Im Folgenden werden Formeln zur Schwingungsdauer und
Frequenz am Fadenpendel hergeleitet.’

Das Fadenpendel besteht aus einem Pendelkérper und
einem Faden, an dem dieser aufgehéngt ist. Das Pendel
wird aus der Gleichgewichtslage um den Winkel ¢
ausgelenkt und losgelassen. Unter Vernachldssigung der
Reibungsverluste betrachtet man nur die Gewichtskraft
F;und die Riickstellkraft F., die auf den Pendelkorper

wirken.

Die Gewichtskraft als Hypotenuse und die Riickstellkraft

2l

als Gegenkathete des Auslenkwinkels bilden ein

rechtwinkliges Dreieck. Daher ergibt sich fiir die

Abbildung 20: Auslenkung eines . .
Fadenpendels Riickstellkraft:

F. = —F; X sin(¢) . 3)

Die Riickstellkraft ist negativ, da sie der Auslenkung des Pendels entgegengesetzt ist.

Unter Einsetzung der Formel der Gewichtskraft ergibt sich folgender Zusammenhang;:
E. = —m X g X sin(p) . )

Dabei ist m die Masse des Pendelkorpers und g die Erdbeschleunigung. Aufgrund der

Kleinwinkelnidherung
sin(p) = ¢ (5)
gilt fiir kleine Auslenkungen s
X=5s. (6)
Aus der Abbildung ergibt sich daher
sin(p) = % (7)

3 Herleitung nach https://www.leifiphysik.de/mechanik/mechanische-
schwingungen/grundwissen/fadenpendel [Stand 03.11.2020] und http://physik-am-
gymnasium.de/Sekl/Kraft Bewegung/Pendel/fadenpendel auswertung.html [Stand 04.11.2020]
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Durch Einsetzen der Gleichung (7) in die Gleichung (4) erhélt man die Formel:

mxXgXs ®)

E. = i

Da die Masse m, die Erdbeschleunigung g und die Pendellénge [ konstant sind werden

diese durch die RichtgroBe D zusammengefasst. Aus den Gleichungen (6) und (8) folgt:
E.= -DXs. )
Auf der Basis des 2. Axioms von Newton gilt aulerdem fiir die Riickstellkraft F,:
E = a(t)xm=35(t)xm. (10)

Dabei ist die Beschleunigung a(t) die zweite Ableitung der Strecke s nach der Zeit t.

Aus der Gleichung (9) folgt daher die elementare Differentialgleichung:
§(t) xm=—-D xs(t), (11)
Fiir die zweite Ableitung der Gleichung (1) erhdlt man auflerdem:
§(t) = —w? x s(t). (12)

Aus (11) und (12) folgt fiir die Winkelfrequenz w

w= 2. (13)

2 (14)

Aus den Gleichungen (13) und (14) ldsst sich die Frequenz f einer harmonischen

Schwingung eines idealisierten Fadenpendels

f=5=X T (15)

berechnen.
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Die Schwingungsdauer T steht im folgenden Verhéltnis zur Frequenz:

T = (16)

1
7

Daher ldsst sich die Schwingungsdauer einer Schwingung am Fadenpendel durch die

T=2nsz (17)
g

bestimmen. Da das zweifach aufgehingte Pendel infolge des Lédngenverhiltnisses i—l zwei
2

Gleichung

verschiedene harmonische Schwingungen verschiedener Frequenzen ausfiihrt, erhilt man

auf der Basis der Gleichung (15)
1 g
fi= o7 X \E . (18)

_1 e
fz—ﬂx\E. (19)

Durch Gleichsetzen von (18) und (19) lésst sich die Langeneinstellung fiir ein

Frequenzverhéltnis berechnen:

i—j - (%)2 (20)
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3. Praktische Umsetzung
3.1 Anordnung

2) ¢\ /'¢ 7 |
(D
3)
(5)
(4)
130 cm

103 cm
Abbildung 21 (selbsterstellt): selbstindig erstellte Skizze des Versuchsaufbaus

Um das zweifach aufgehiingte Pendel anbringen zu konnen, ist eine hdolzerne
Rahmenkonstruktion auf einer Holzplatte 73,0 cm X 103,0 cm X 2,0 cm befestigt. Eine
alternative Konstruktion, bei der das Pendel an einem ,,Kranausleger* mit nur einer Stiitze
befestigt wire, birgt das Risiko, dass der Ausleger selbst in Schwingung gerit, was zu
einer ungewollten Uberlagerung mit einer anderen Schwingung und zu einer Verzerrung
der Lissajous-Figur fithren wiirde. In der Rahmenkonstruktion bilden, um Stabilitit zu
gewdhrleisten, vier Holzbalken 130,0 cm X 4,0 cm X 4,3 cm die Stiitzen eines Rahmens,
der aus zwei Lingsstreben 80,0 cm X 4,0 cm X 4,3 cm und zwei Querstreben 50,0 cm
X 4,0 cm X 4,3 cm besteht. Eine weitere Langsstrebe 90,0 cm X 4,0 cm X 4,3 cm ist in
der Mitte der Querstreben auf dem Rahmen angebracht.

Die Stiitzen sind auf der Holzplatte in 90-Grad Winkel durch von unten angebrachte,
versenkte Schrauben (80 mm X 4 mm) mit Verleimung montiert. Die Quer- und
Langsstreben sind ebenfalls mithilfe von Verleimung und durch die Stiitzen gebohrte

Schrauben an den Stiitzen angebracht. Um Eigenschwingungen der Konstruktion zu
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minimieren, sind die Stiitzen auf der Platte und die Streben am Rahmen zusétzlich durch

verschraubte Winkel (1) stabilisiert.

Die Authidngung erfolgt an der zentralen Langsstrebe an zwei Haken (2), die an der
Unterseite im Abstand von 28,0 cm zueinander und jeweils 26,0 cm zum Rahmen
eingeschraubt sind. Die Authingungsschniire werden in der Mitte zusammengefiihrt und
an diese wird ein leichter Karabiner (3) geknotet, um Versuchsumbauten zu erleichtern.
Den Pendelkorper (4) bildet der obere Teil einer durchgesédgten Plastikflasche, der mit
Sand bzw. Farbe gefiillt ist. In die Deckelmitte ist ein Loch gebohrt, aus dem der Sand
oder die Farbe auf ein schwarzes Papier 50 cm X 70 cm flieBt. Aus Versuchen hat sich
gegeben, dass das Loch iiber saubere Schnittrinder verfiigen muss und der Durchmesser
mindestens ca. 3 mm betragen muss, um einen regelméfBigen Sand- bzw. Farbfluss zu
gewidhrleisten. In der Plastikflasche sind 1 cm unter der Schnittkante dquidistant drei
Locher gebohrt, durch die drei gleichlange Schniire gefiihrt wurden, die {iber der
Flaschenmitte zusammengeknotet sind (5). Durch eine weitere Schnur werden diese von
unten an den Karabiner angebracht. Die Léngeneinstellung des Pendels lédsst sich
entsprechend des gewollten Frequenzverhiltnisses berechnen und umsetzen. Die
Gesamtlinge des Pendels der Lénge [; betrdgt 121 cm, da der Abstand der Flasche zur
Zeichnungsfliche moglichst klein bzw. 1-2 cm sein muss, um eine klar konturierte Spur

der Lissajous-Figur zu erhalten.

Abbildung 22: Versuchsaufbau (eigene Aufnahme)
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3.2 Versuchsdurchfithrung

Zunichst wird die Langeneinstellung des Pendels fiir das jeweilige Frequenzverhiltnis
nach der Formel (20) berechnet. Dies sieht beispielsweise fiir die Figur des

. . 3 .
Frequenzverhéltnisses S wie folgt aus:

: =)
121,0cm  \4/) "’
[, =068,1cm+03cm.

Da sich die Langen nicht genau auf die erste Nachkommastelle einstellen lassen, wird zu
diesen die Unsicherheit 0,3 cm hinzugefiigt. Nach der Einstellung der Langen wird die
Plastikflasche mit Sand gefiillt. AnschlieBend wird das Loch im Flaschendeckel
verschlossen gehalten und das Pendel diagonal ausgelenkt und losgelassen, sodass das
Pendel eine Sandspur hinterldsst. Hier muss beachtet werden, dass alle Schniire gespannt
bleiben, um die Figur mdglichst prizise herzustellen. Das Sandpendel wird nach einer
Schwingung angehalten und das Loch wird mit Klebestreifen versiegelt.

Um das Frequenzverhiltnis der beiden tiberlagerten Schwingungen zu ermitteln, werden
die Schwingungsdauern mit einer Stoppuhr gemessen. Hierzu wird das Sandpendel
senkrecht zur Aufhéngebene ausgelenkt, um die Schwingungsdauer T; des Pendels der
Lange [; zu messen. Zur Messung von T, wird der Aufhingefaden fixiert und zugleich
das Pendel der Lénge [, in Schwingung versetzt. Mit der Stoppuhr werden flinf
Schwingungsdauern jeweils von T; und T, gemessen.

Zur Fehlerabschitzung wird die absolute Unsicherheit angegeben. Hierzu wird der
Mittelwert Tder fiinf Einzelwerte und die Schwankung AT jeweils berechnet. Dies sieht

beispielsweise fiir die Schwingungsdauer T; des Gesamtpendels der Lénge [; bei dem

Frequenzverhiltnis % wie folgt aus:

T]_:T]_iAle

7 211s+217s+2,18s+ 2,195+ 2,215
1 =
5

=217s,

221s—2,11s
AT]_ = 2

= 0,05s,

T, =2,17s5s+0,05s.
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. . . R . . . . 3 2 4
Dieses Vorgehen wird fiir drei Lissajous-Figuren der Frequenzverhiltnisse >3 und s

wiederholt. Um ein permanentes Ergebnis zu erhalten, wird schlieBlich die Figur des

Frequenzverhéltnisses g zudem mit roter Farbe hergestellt.

3.3 Messungen und Ergebnisse

Im Folgenden werden die berechneten Léngen [; und [, und die gemessenen Werte fiir

die Schwingungsdauern T; und T, fiir drei Figuren der Frequenzverhiltnisse

3
4

wN

und g tabellarisch zusammengefasst.

b

Figur 1: | (vgl. Abb. 23)

3
E 2 (festgelegt)
f2

l; [cm] 121,0 £ 0,3 (eingestellt)

I, [cm] 68,1 + 0,3 (eingestellt)

T, [s] 2,17 + 0,05 (gemessen

T, [s] 1,63 + 0,03 (gemessen

Abbildung 23: Lissajous-Figur 1 (, Brezn-
Figur®) als Sandspur (eigene Aufnahme)

Fiir T, der Figur 1 wurden die Schwingungsdauern 1,59 s, 1,61 s, 1,63 s, 1,65 s, und

1,65 s gemessen.

Figur 2: | (vgl. Abb. 24)
I 2
f2 3
I, [cm] 121,0 + 0,3
I, [cm] 53,7+0,3
T, [s] 2,17 + 0,04
T, [s] 1,43 + 0,03

Abbildung 24: Lissajous-Figur 2 (,, Fisch-
Figur®) als Sandspur (eigene Aufnahme)

Bei Figur 2 wurden fiir T; die Schwingungsdauern 2,14 s, 2,15 s, 2,17 s, 2,19 s, und
2,21 s, fiir T, die Schwingungsdauern 1,40's, 1,42's, 1,45 s, 1,45 s, und 1,46 s gemessen.
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Figur 3: | (vgl. Abb. 25)
i i
f2 5
l; [cm] 121,0+£0,3
[, [cm] 77,4+ 0,3
T, [s] 2,19 + 0,03
T, [s] 1,72 + 0,04

Abbildung 25: Lissajous-Figur 3 als Sandspur
(eigene Aufnahme)

Bei Figur 3 wurden fiir T; die Schwingungsdauern 2,17s,2,17s,2,18s,2,20 sund 2,23 s,
fiir T, die Schwingungsdauern 1,68 s, 1,69 s, 1,71 s, 1,74 s, und 1,76 s gemessen.

Fir die Herstellung der Figur 3 mit Farbe (vgl. Abb. 26) wurde die gleiche

Liangeneinstellung verwendet und es ergaben sich die gleichen Messdaten.

Abbildung 26: Lissajous-Figur 3 als Farbspur (eigene Aufnahme)

3.4 Auswertung

Im Folgenden wird nachgepriift, ob die Figuren die berechneten Frequenzverhéltnisse z,
g und % aufweisen. Die Auswertung der Ergebnisse erfolgt durch zwei Methoden.

Zunichst wird das Frequenzverhiltnis ;71 der einzelnen Figuren durch die gemessenen
2
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Schwingungsdauern T; und T, jeweils nachgepriift. AnschlieBend wird das
Frequenzverhiltnis der Schwingungen anhand des Erscheinungsbilds der Lissajous-Figur

nachvollzogen.

Aus der Gleichung (16) erhélt man fiir die Schwingungsdauern T; und T, und den

Frequenzen f; und f, der liberlagerten Schwingungen folgende Gleichung:

T, fi

T, f
Die Unsicherheit des Frequenzverhiltnisses ldsst sich mit der Groftfehler-Methode durch

die Formel

TZmax _ T2min
A <&) — Tlmin Tlmax
T, 2

berechnen. Mittels der Schwingungsdauern lassen sich die Frequenzverhéltnisse der

jeweiligen Figuren wie folgt berechnen:

Figur 1:
1,63+0,03s 1,63—-0,03s
<T2) 2,17—-0,05s 2,17+0,05s
A=) =
T, 2

= 0,031 = 0,04

Tz_(1,63i0,03)s_075+00423
T, (217+0,05)s =~ 77 4

Da Z im Bereich 0,75 + 0,04 liegt, stimmt der aus den Schwingungsdauern berechnete

Wert mit dem gewollten Wert iiberein.

Figur 2:

T,
A (—) = 0,024 ~ 0,03
T
T, (1,43 £0,03)s
T, (2,17 +0,04)s

2
=0,65+0,03 = 3

Da § im Bereich 0,65 + 0,03 liegt, stimmt der aus den Schwingungsdauern berechnete

Wert mit dem gewollten Wert iiberein.
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Figur 3:
T,
A (—) —~ 0,029 ~ 0,03
T
T, (1,72+0,04)s 079 4+ 0,03 4
T, (219+003)s '~~~ 77 5

Da g im Bereich 0,79 + 0,03 liegt, stimmt der aus den Schwingungsdauern berechnete

Wert mit dem gewollten Wert iiberein.

Sodann wird das Frequenzverhéltnis der Figur anhand ihres Erscheinungsbilds erklart.
Dieses kann anhand der Figur gepriift werden, indem man betrachtet, wie viele
Schwingungen das Pendel in x-und y-Richtung macht, bis es wieder an den
Ausgangspunkt P, gelangt, wo gilt x = 0 und y = 0. Dabei wird hier als Schwingung
die Strecke bis zu dem Punkt bezeichnet, bei dem das Pendel die y- bzw. x-Achse bertihrt.
Die erste Schwingung in x-Richtung ist mit griiner Farbe und in y-Richtung mit roter

Farbe eingezeichnet.

Figur 1 (vgl. Abb. 27): In x-Richtung, in der das
Pendel die Schwingungsdauer T; hatte, vollzieht das
Pendel jeweils eine Schwingung, bis es wieder die y-
Achse beriihrt. Das Pendel vollendet daher, bis es an
den AusgangspunktP,, zuriickkehrt in x-Richtung 3
Schwingungen. In y-Richtung wird eine Schwingung

vollendet, wenn das Pendel wieder die x-Achse bertiihrt.

Bis das Pendel wieder an den Ausgangspunkt Apbildung 27: Lissajous-Figur 1 mit
. . . eingezeichnetem Koordinatensystem
P, gelangt, werden in y-Richtung 4 Schwingungen . 4
vollzogen. Da in x-Richtung 3 Schwingungen und in y-

Richtung 4 Schwingungen zugleich vollendet werden,
folgt fiir Figur 1 das Frequenzverhéltnis z.

Das Frequenzverhéltnis ldsst sich alternativ durch
folgende Methode ablesen. Durch Zentrieren der Figur
auf den  Koordinatenachsen  schneidet  die
Pendelbewegung bei einem Durchlauf der Figur die x-

Achse 4-mal und die y-Achse drei-mal. (vgl. Abb. 28). Startpunkt |

. . . w1, .+ 3 Abbildung 28: Lissajous-Figur 1
Auch hieraus ergibt sich das Frequenzverhiltnis " zentriert auf den eingezeichneten

Koordinatenachsen
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Figur 2 (vgl. Abb. 29): Das Pendel vollendet jeweils
eine Schwingung in x-Richtung, bis es wieder die y-
Achse beriihrt. In y-Richtung wird eine Schwingung
vollendet, wenn das Pendel wieder die x-Achse beriihrt.
Bis das Pendel wieder an den Ausgangspunkt Py,
gelangt, vollzieht es in x-Richtung 2 und in y-Richtung
3 Schwingungen. Hieraus folgt fiir Figur 2 das

1o 2
Frequenzverhaltms 3 Abbildung 29: Lissajous-Figur 2 mit
eingezeichnetem Koordinatensystem

Figur 3 (vgl. Abb. 30): Das Pendel vollendet jeweils
eine Schwingung in x-Richtung, bis es wieder die y-
Achse beriihrt. In y-Richtung wird eine Schwingung
vollendet, wenn das Pendel wieder die x-Achse beriihrt.
Bis das Pendel wieder an den Ausgangspunkt
P, gelangt, vollzieht es in x-Richtung 4 und in y-
Richtung 5 Schwingungen. Hieraus folgt fiir Figur 3 das

1, o 4
Frequenzverhiltnis -
Abbildung 30: Lissajous-Figur 3 mit

eingezeichnetem Koordinatensystem

Aufgrund der Reibung und der Eigenmasse der Seile und des Karabiners weichen die

Werte fiir den Zusammenhang ;—2 minimal von dem Frequenzverhéltnis % ab. Dies hat
1 2

jedoch keinen erheblichen Einfluss auf das Pendel, was man daran erkennt, dass das
Pendel mehrere Schwingungen ohne starke
Abweichungen von der Spur ausfiihren kann.
Ein weiterer Faktor fiir die Abweichung von
dem  gewollten @ Wert bildete die
Langeneinstellung, bei der die kleinste
Ungenauigkeit zu stark verzerrten und

unprézisen Figuren fiihrte (vgl. Abb. 31).

AulBerdem wurde bei der B GStimmung von Abbildung 31: Beispiel einer verzerrten und
der Lénge ll der Massenschwerpunkt des ;Zi;ij};::;;;ﬁ?i:f ég(lggde:e Aufnahme)
Pendelkorpers vernachlédssigt, wodurch [;

langer ist als die ideale Lange des Gesamtpendels. Allerdings gab es keine systematischen
Abweichungen bei den Ergebnissen, was beweist, dass dies vernachldssigbar ist. Zudem

gilt die verwendete Formel zur Lingenberechnung nur fiir kleine Auslenkungen aufgrund
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der Kleinwinkelndherung. Gleichwohl gelingt anhand des vorgestellten Aufbaus eine
prézise Darstellung der Lissajous-Figuren.

Die Herstellung von Figur 3 mit Farbe (vgl. Abb. 26) weist mehr Schwierigkeiten in der
praktischen Durchfiihrung auf; nach deren Uberwindung lisst sich jedoch die gleiche
Figur auch mit dieser Methode herstellen. Zu beachten ist die Konsistenz der Farbe, die
nicht zu zihfliissig oder zu wissrig sein darf, um eine angemessene FlieBgeschwindigkeit
zu gewihrleisten. Nach vier Versuchen mit verschiedenen Konsistenzen der Farbe konnte
die richtige FlieBgeschwindigkeit eingestellt werden, wodurch Figur 3 in permanenter

Form zur Dokumentation des obigen Ergebnisses hergestellt werden konnte.

4. Zusammenfassung

Diese wissenschaftliche Arbeit hat den theoretischen Hintergrund der Lissajous-Figuren
untersucht und diese durch eine praktische Herstellung experimentell nachvollzogen.
Zunichst waren als theoretische Basis die Definition und Parametergleichung der
Lissajous-Figuren darzustellen. Daraufhin wurden die Einfliisse der Phasenverschiebung,
der Winkelfrequenz und der Amplitude auf das Erscheinungsbild der Lissajous-Figuren
dargelegt und mittels GeoGebra-Simulationen erkldrt. Nach einer kurzen Erlduterung der

Funktionsweise des Oszilloskops wurden mit diesem sodann Lissajous-Figuren der
Frequenzverhiltnisse z und %hergestellt. Anschliefend wurde die Funktionsweise des

zweifach aufgehdngten Pendels dargestellt. Darauthin wurden die Formeln fiir die
Langeneinstellungen des Pendels und Messung der jeweiligen Schwingungsdauern

hergeleitet, um Lissajous-Figuren verschiedener Frequenzen experimentell herzustellen.

Fiir die praktische Erprobung wurde eine stabile Rahmenkonstruktion fiir ein zweifach

aufgehéngtes Pendel errichtet. Mit diesem wurden aus Sand Lissajous-Figuren der
Frequenzverhiltnisse z, 2 und % erzeugt und ausgewertet. Aus den Messungen und
Sandspuren der Figuren konnten die Frequenzverhiltnisse der Figuren bestdtigt werden.

Zusitzlich wurde die Figur des Frequenzverhiltnisses % mit Farbe hergestellt.

Zusammenfassend lédsst sich sagen, dass sich die Lissajous-Figuren durch GeoGebra-
Simulationen und das Oszilloskop ideal darstellen lieBen, sie aber durch einen genau
geplanten und sorgfiltig konstruierten Aufbau fiir ein zweifach aufgehingtes
Fadenpendel auch mechanisch mit groer Genauigkeit erzeugt werden konnten. Die dabei
gemessenen Werte ergaben Frequenzverhéltnisse, die denjenigen entsprachen, die nach

der theoretischen Herleitung zu erwarten waren, und bestétigten diese damit.
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